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1. Вступ
Однією з умов успішної експлуатації підземних схо-
вищ є недопущення витікання газу за межі проектного 
контуру і перетікання газу в інші горизонти. Також 
вимагається проводити чіткий та постійний контроль 
за вмістом у газі води, конденсату та інших компонен-
тів. Технологічні режими ПСГ визначаються об’ємом і 
тривалістю процесів закачування та відбирання газу, 
періодичністю циклів та іншими показниками.
Пробурені свердловини підземних сховищ зазви-
чай експлуатуються кілька десятків років. Протягом 
цього часу родовище проходить різні стадії розробки – 
від початкової до останньої. Пластовий тиск в проце-
сі розробки також знижується, і тому на наступних 
етапах доводиться викачувати великі об’єми рідини 
при низьких динамічних рівнях. Деякі пласти мають 
неоднорідність і розчленованість на самостійні про-
пластки. Тоді створюється необхідність роздільної 
експлуатації або роздільного закачування води в різні 
пропластки через одну і ту ж свердловину. Надійно ви-
значити умови експлуатації даної свердловини на весь 
період роботи не представляється можливим. 
Потрібно відмітити, що газ нагнітають і відбира-
ють із пласта-колектора через експлуатаційні сверд-
ловини. На території сховища та поза його межами 
(контуром) облаштовують спостережні, контрольні та 
п’єзометричні свердловини. Основним їх призначен-
ням є контроль за тиском у межах пласта-колектора 
та позаконтурній його частині, а також на горизонтах, 
розташованих вище від пласта-колектора.
Залежно від потужності пласта-колектора, інже-
нерно-геологічної будови та структури гірничих порід 
ПСГ перепади тисків при нагнітанні та відбиранні газу 
становлять від 4 до 7 МПа. Коливання тисків мають 
циклічний характер впродовж багатьох років та про-
тягом весни та осені. 
Тому питання надійності свердловин і зменшення 
втрат при експлуатації має велике значення для забез-
печення ефективної та безперебійної роботи.
Для оцінки втрат продуктів, як правило, вико-
ристовують різні експериментальні методи дослі-
джень. На даний час недостатньо вивчено методи ма-
тематичного моделювання процесів перетікання рідин 
та газів через границі областей, що досліджуються. Це 
обумовлюється складністю геометричної конфігурації 
досліджуваних об’єктів. 
Необхідно встановити, в якій мірі існуючі методи 
вивчення фільтраційних процесів описують в різних 
наближеннях особливості перетікання газів в об’єк-
тах, що вивчаються.
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми
На підземних сховищах газу з 1515 свердловин в 
процес нагнітання-видобування задіяні 1316 [1]. Кон-
троль за свердловинами ПСГ з боку Українського нау-
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Энергосберегающие технологии и оборудование
ково-дослідного інституту природних газів (м. Харків, 
Україна), дозволив класифікувати за величиною між-
колонних тисків та витікань газу (рис. 1). 
Аналізуючи графік стану свердловин (рис. 1), 
можна сказати, що при герметичності свердловин за-
гального фонду коло 50 %, величина втрат газу за 
безперервних витікань перевищує 5,5 млн н м3. При 
середньомісячному споживанні газу в 100 м3 така його 
кількість може забезпечити населений пункт понад 
200 тис. побутовим газом упродовж місяця. 
Питаннями спорудження, ремонту та надійності 
експлуатації свердловин вчені займаються від момен-
ту створення підземних сховищ. Питання надійної 
експлуатації підземного зберігання Української мере-
жі вивчено та охорактеризовано вченими різних країн 
[2, 3]. В [4] наводиться методики ремонту свердловин, 
переваги та недоліки. Але, протягом періоду експлу-
атації з’являлись нові проблеми та задачі. Питання 
надійності та герметичності свердловин підземних 
сховищ посіло дуже високе місце, з новими вимогами 
та стандартами.
Тематика дослідження залишається актуальною 
через те, що обладнання родовищ експлуатується три-
валий час в складних умовах. Тому необхідно постійно 
оцінювати залишковий ресурс сховищ з врахуванням 
фінансової ситуації підприємства, що їх експлуатують.
 
Рис. 1. Графік аналізу стану свердловин 
підземних сховищ України
Проблемні місця полягають в тому, що з часом екс-
плуатації мають місце порушення суцільності стінок 
свердловин і сховищ, що приводить до неконтрольова-
них втрат вуглеводнів. [5]. Неодноразово піднімалось 
питання аналізу ефективності заміни фонтанних труб 
свердловин на більший діаметр при експлуатації Да-
шавського підземного сховища [6]. На основі параме-
трів роботи сховища приведено техніко-економічний 
розрахунок впровадження даної технології для збіль-
шення продуктивності ПСГ. Також в [6] доводиться, 
що збільшення діаметра фонтанних труб дозволяє 
підвищити продуктивність відбирання, зменшити гід-
равлічний опір у фонтанних трубах і збільшити тиск 
на вході в ДКС. Зменшення витрати паливного газу 
проходить завдяки зменшенню тривалості компресор-
ного відбирання. 
Характеристику проблем, які виникають при екс-
плуатації підземних сховищ газу, вивчають в усьому 
світі. На території України ця проблема найбільше за 
останні роки охарактеризована в [7], а типових сховищ 
в інших країнах світу [8].
Але, необхідно також розглядати питання вивчен-
ня втрат з допомогою моделювання процесів, а саме ви-
вчення процесів взаємного проникнення рідини через 
стінки свердловини.
Мережа підземних сховищ газу України була ство-
рена для забезпечення надійності експортних поста-
вок газу. Дашавське сховище підземного зберігання 
створене на базі виснажених покладів. Типові під-
земні сховища були споруджені та експлуатуються по 
всьому світі (країни Західної Європи, Росії, США та 
Канади). 
А отже, світові тенденції розвитку підземного збе-
рігання газу формують перед наукою ряд завдань, 
типових Україні. Питання надійності їх вирішення за-
лежить від спільної реалізації проблем, що виникають.
3. Мета і задачі дослідження
Метою роботи є створення математичної моделі 
процесу фільтрації рідини через середовище з певним 
рівнем проникності. Це надасть певні можливості ви-
вчати особливості процесу фільтрації та оцінювати 
розміри областей поширення рідини в середовищі. 
Для досягнення поставленої мети були вирішені 
такі завдання:
– запропонувати та реалізувати модель фільтра-
ційної течії з врахуванням особливостей геометрії 
області та граничних умов;
– для вивчення особливостей процесу фільтрації, 
а також оцінки розміру областей поширення рідини в 
середовищі створити математичну модель фільтрації 
рідини через середовище з певним рівнем проникності; 
– на основі аналізу стану свердловин зробити ви-
сновки про можливі втрати газу та конкретизувати 
стан свердловин даного сховища.
4. Матеріали і методи дослідження
Потрібно відмітити, що експлуатація свердловин 
ПСГ допускається тільки ліфтовими трубами. Не до-
пускається експлуатація свердловин експлуатацій-
ною колоною. З моменту пуску підземного сховища в 
промислову експлуатацію повинні бути організовані 
замір та облік кількості газу, який використовується 
для створення сховища. При експлуатації сховища 
ведеться облік газу, що закачується і відбирається. Це 
дозволяє визначити витрати на технологічні операції, 
а також облік усіх втрат газу [4]. 
Контроль за експлуатацією ПСГ, що визначається 
технологічною схемою, здійснюється у дві стадії:
– при дослідно-промисловій експлуатації;
– при циклічній експлуатації.
У період дослідно-промислової експлуатації кон-
тролюються герметичність сховища, стан свердловин, 
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У період циклічної експлуатації продовжується 
нагляд за станом свердловин, змінами границі газо-
насиченої зони, герметичністю сховища. Також прово-
диться газова зйомка площі сховища [9].
Дашавське ПСГ створене на базі виснажених по-
кладів Е і Г однойменного газового родовища, як 
пікове, з метою компенсації сезонної нерівномірності 
газоспоживання, а також для забезпечення надійності 
постачання природного газу за кордон, що здійснюєть-
ся з 1973 року. Протягом всього періоду експлуатації 
підземного сховища характерна висока ефективність 
його роботи загалом, яка полягає у забезпеченні про-
ектних об’ємів нагнітання та відбирання газу.
Але, ринкові умови сьогодення вимагають зростан-
ня якості продукції, ефективності використання ре-
сурсів. Підвищення ефективності роботи підземного 
сховища газу можливо в разі зменшення втрат газу. 
Важливим питанням також є характеристика та якість 
свердловин, адже за час роботи Дашавського газового 
родовища і створення підземного сховища газу на площі 
пробурені 232 свердловини, з яких 96 були ліквідовані з 
різних причин. Крім того, на території ПСГ знаходиться 
43 свердловини, глибиною до 50 м, призначені для анод-
ного захисту підземних комунікацій [10]. 
Згідно з технологічними схемами створення і екс-
плуатації ПСГ, експлуатаційний фонд свердловин 
повинен був становити 106 свердловин. Були також 
7 свердловин старого фонду, але при створенні ПСГ 
більшість з них використовували як експлуатацій-
но-нагнітальні. 
Протягом 1975–1978 років на покладах «Г» та «Е+Г» 
було встановлено першу чергу нових 16 свердловин, 
а другу чергу – 82 свердловин протягом наступних 
10 років. 
Для роботи ПСГ було пробурено 98 експлуатаці-
йно-нагнітальні свердловини. На початку 2010 року 
фонд свердловин уже становив 136 одиниць (99 – екс-
плуатаційно-нагнітальних, 7 – спостережних, 
10 – контрольних, 17 – контрольно-розвантажуваль-
них). Збільшення фонду відбулося за рахунок 109 
свердловин старого фонду, що розкривали поклад «Г». 
На території підземного сховища знаходиться також 
43 свердловини глибиною до 50 м, які призначені для 
анодного захисту підземних комунікацій.
Свердловини старого фонду 66, 72, 75 мають одноко-
лонну конструкцію. Вони тривалий час використовува-
лись для розробки Дашавського газового родовища. На 
початку створення ПСГ дані свердловини працювали 
як експлуатаційно-нагнітальні, а з часом були ліквідо-
вані та переведені в контрольно-геофізичні [10].
Гирла експлуатаційних свердловин обладнані ко-
лонними головками ОКК-1-210-168×245×324 і ОКК-2-
210-168×245×324 та фонтанними арматурами АФК-2-
65×210 і АФК-3-65×210. На 15 свердловинах встановлена 
арматура 1АФТ-65Кр×140. Шлейфи діаметром 219 мм 
з’єднують свердловини з УКПГ. Індивідуальні шлейфи 
мають 47 свердловин, які об’єднанні в пучки, і 52 сверд-
ловини об’єднані в 26 пар (дві свердловини працюють в 
одному шлейфі). 
З допомогою спостережних свердловин 83, 107, 165, 
212, 222, 223, 405 розкрито основні об’єкти ПСГ – го-
ризонти НД-8, НД-9. Для спостерігання за експлуата-
цією ПСГ і контролю за його герметичністю служать, 
і контрольні – 46, 47, 70, 74, 81, 82, 105, 186, 211, 302. 
Вони розкрили горизонти, що залягають вище і нижче 
експлуатаційних об’єктів ПСГ. Для контролю за зага-
зованістю території ПСГ і ліквідації загазованості на 
приповерхневі відклади пробурені розвантажувальні 
свердловини 51, 52, 53, 231-242 та 245. Для цієї ж цілі 
використовуються три свердловини (А-7, А-8, А-9) із 
46, пробурених до глибини 50 м для анодного захисту 
промислового обладнання і трубопроводів. 
У всіх спостережних, контрольних і розвантажу-
вальних свердловинах проводяться регулярні заміри 
тиску і відбираються проби газу та води для поточного 
аналізу. Гирла свердловин обладнані фонтанними ар-
матурами АФК2. На гирлі розвантажувальних сверд-
ловин 231, 236-240, 243, 244 встановлені трійники і 
засувки місцевої конструкції.
Також на території Дащавського ПСГ знаходить-
ся 96 ліквідованих свердловин. Інтервали перфо-
рації виснажених продуктивних горизонтів зна-
ходиться на 40–50 м вище інтервалу перфорації. 
Стовбури свердловин заповнені глинистим розчи-
ном густиною 1200–1260 кг/м3 [10]. В залежності від 
конструкції, обв’язка може бути виконана по одній із 
схем (рис. 2, 3). 
 
Рис. 2. Типова схема обв’язки свердловин (колонна 
головка ГМК-125-146-245: 1 – насосно-компресорні труби 
(73 мм, 89 мм), 2 – експлуатаційна колона (168ммм), 
3 – технічна колона (245 мм), 4 – кондуктор (324 мм), 
5 – цементне кільце, 6 – зона перфорації, 7 – корпус 
колонної головки ГКМм25×146×219×245, 8 – манометр 
для заміру тиску, 9 – трійник, 10 –трубний простір,  
11 – засува буферна, 12 – затрубний простір,  
13 – план-шайба, 14 – гайка швидкого з’єднання з 
заглушкою, 15 – хрестовина фонтанної арматури, 
16 – фланцеві з’єднання, 17 – муфта для підвіски 
експлуатаційної колони, 18 – півкільце, 19 – гумові кільця, 
20 – металічні манжети, 21 – засува кранова,  
22 – міжколонний відвід між «6×9»колонами,  
23 – шлейф свердловини
Верхня частина експлуатаційної колони перекри-
та цементним стаканом 10,0 м, або цементною проб-
кою 2,0 м. Гирло свердловин закрите глухим фланцем, 
привареним до колони, або заглушкою з патрубком і 
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гирлі встановлені бетонні тумби 1×1×1мм. На гирлах 
усіх ліквідованих свердловин встановлені репери, де 
записані номери свердловин та дата ліквідації. 
В межах контуру також розміщені свердловини, які 
не розкрили об’єктів ПСГ. Вони мають глибину вибоїв 
від 200 м до 652 м і кількість становить 24 ліквідова-
ні свердловини. У зв’язку з тим, що свердловинами 
не розкриті об’єкти ПСГ, а вищезалягаючі газоносні 
горизонти, в основному виснажені, ці свердловини не 
можуть бути джерелами безконтрольних значних ви-
ходів газу на денну поверхню. У виключних випадках 
газ по негерметичних стовбурах окремих свердловин 
може надходити тільки при умові утворення вторинних 
газонакопичень у виснажених покладах. Враховуючи ці 
обставини, свердловини поділені на дві категорії.
Свердловини першої категорії, пробурені в довоєн-
ні і воєнні роки (17, 19, 22, 24, 27, 30, 34, 42, 43а, 54а, 54б, 
74а). Проміжні і експлуатаційні колони в них забутова-
ні замість цементування. На гирлах свердловин 17, 30, 
34, 42, 54а встановлені бетонні тумби, на гирлах сверд-
ловин 19, 22, 43а – заглушки, на гирлі свердловини 
24 ‒ бетонна плита. Свердловини 19 і 34 знаходяться 
на віддалі менше 50 м від виробничих приміщень [10].
 
Рис. 3. Типова схема обв’язки свердловин (колонна 
головка ОКК-1-210×168×245): 1 – насосно-компресорні 
труби (114 мм, 89 мм), 2 – експлуатаційна колона 
(168 мм), 3 – технічна колона (245 мм), 4 – кондуктор 
(324 мм), 5 – цементне кільце, 6 – зона перфорації,  
7 – корпус колонної головки ОКК-1-210×168×245,  
8 – клин, 9 – пакер, 10 – герметичне кільце,  
11 – міжколонний відвід між «6×9»колонами,  
12 – хрестовина фонтанної арматури, 13 – план-шайба, 
14 – трійник, 15 – засува корінна, 16 – засува надкорінна 
(експлуатаційна), 17 – затрубний простір, 18 – трубний 
простір, 19 – засува буферна, 20 – засува для надавки 
свердловини, 21 – манометр для заміру тиску,
 22 – шлейф свердловини, 23 – гайки швидкого з’єднання
Свердловини другої категорії (13, 21, 25, 35, 37, 40, 
46а, 46б, 57а, 151) відрізняються наявністю хвостови-
ків, відсутністю цементу за колонами, або підйомом 
цементу нижче ніж 300 м від гирла, також відсутність 
обсадних труб (свердловина 151). На гирлах свердло-
вин 35, 57а при ліквідації встановлені бетонні тумби, 
на гирлах свердловин 13, 21, 37, 46б – заглушки, а на 
гирлі свердловини 151 – бетонна плита. Свердловини 
13, 35 знаходяться на віддалі менше ніж 50 м від про-
мислових об’єктів. До свердловини 40 немає під’їзду і 
гирло не обладнане.
Свердловини 15, 44, 51, 56, 59, 73, 73а, 85, 95, 100, 110 
розкрили горизонти НД-8 і НД-9 за межами контуру 
газоносності, тому не можуть бути джерелом руху газу 
по стовбурах і пластах. В межах покладу «Д-Д1» роз-
крили горизонт НД-8 свердловини 2, 6, 7, 8, 11, 18, 20, 
41, 61, 101 в межах покладу «Е» – 52, 58а, 66а, 72а, 75а, 
в межах покладу «Ж+В» – 28, 29. В залежності від тех-
нічного стану свердловини поділені на дві категорії:
– перша категорія (18, 20, 41, 52, 58а, 61, 66а, 72а, 
75а, 102), в яких спущені проміжні і експлуатаційні 
колони, зацементовані до гирла. При ліквідації гирла 
свердловин обладнані цементною пробкою 2,0 м, бе-
тонною тумбою або заглушкою;
– друга категорія (2,6, 7, 8, 11), в яких проміжні та 
експлуатаційні колони не цементувались, по сверд-
ловинах 28, 29 відомості про цементування відсутні. 
При ліквідації гирла свердловин, що обладнані це-
ментними пробками, встановлені бетонні тумби або 
заглушки [10]. 
Свердловини, які входять в групу, що розкрили 
об’єкти ПСГ і нижчезалягаючі горизонти НД-8 і НД-9, а 
деякі також і «АГТ». Основна кількість свердловин про-
бурена в період з 1924 до 1947 року. Багато свердловин 
пробурено ударним методом, без цементування обсад-
них колон. У зв’язку із цим, ці свердловини вимагають 
особливої уваги, вивчення технічного стану і контролю 
за можливими міжпластовими перетоками і шляхами 
неконтрольованих витоків газу із ПСГ на поверхню.
За геолого-технічними характеристиками свердло-
вини поділяють на дві категорії:
– свердловини першої категорії: 43, 48, 49, 57, 62, 
65, 72, 76, 80, 101, 200, 205 (розкрили АГТ і горизонти 
НД-9, НД-8), 38, 45, 53, 54, 58, 195 (горизонти НД-9, 
НД-8), 26, 50, 75, 108 – (горизонт НД-9). В свердло-
винах спущені проміжні і експлуатаційні колони, 
зацементовані або забутовані до гирла, або цемент 
піднятий 200-300 м від гирла. При ліквідації на гирлі 
свердловин встановлені цементні пробки 2,0 м, бетон-
ні тумби або заглушки;
– свердловини другої категорії: 36, 39, 47а, 106, 170, 
180, 1-Верчани (розкрили «АГТ» і горизонти НД-8, 
НД-9), 32, 33, 90, 90а, 103 (горизонти НД-9 і НД-8), 
1, 3, 4, 5, 9, 10, 12, 14, 16, 23, 31, 66 (горизонт НД-9). 
Свердловина 180 не обсаджена, в свердловинах 1, 3, 14, 
16 проміжні і експлуатаційні колони не цементовані, 
в свердловинах 10, 90, 90а, 170 цемент за колонами 
300–700 м нижче гирла, або залишився буровий ін-
струмент в колоні, у свердловинах 9, 31, 32, 33, 39, 106, 
1-Верчани відсутня технічна документація про кон-
ституцію свердловин. При ліквідації на гирлі свердло-
вин встановлені цементні стакани (10,0 м) або цементні 
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свердловин 1, 4, 5, 50 знаходяться на відстані ближче 
ніж 50 м від житлових приміщень. 
Як видно з наведеного аналізу на даний час стоїть 
гостра необхідність покращення техніко-економіч-
них показників експлуатації ПСГ. Для цього, потріб-
но забезпечити раціональні режими роботи сверд-
ловин, збільшити їх добовий дебіт та підвищити 
надійність функціонування. Нормальна експлуата-
ція ПСГ пов’язана з регулярними дослідженнями та 
вивченням стану свердловин, аналізом їх роботи.
Для цього варто розглянути питання моделю-
вання процесів, що відбуваються при експлуатації 
родовищ та зберіганні газу для виділення характер-
них ознак процесів оцінки впливу на параметри до-
сліджуваних об’єктів [11]. Ця задача включає необ-
хідність вивчення процесів взаємного проникнення 
рідини через стінки свердловини або пласта, оскіль-
ки в результаті роботи можуть фіксуватись значні 
втрати продукту. Одним з основних процесів, які 
допускають коректну математичну постановку зада-
чі є процес фільтрації речовин через стінки об’єктів, 
що досліджуються. Рівняння фільтрації [12] випису-
ються для стаціонарних та нестаціонарних процесів. 
Найбільш поширеним способом вивчення фільтра-
ційних процесів є методи моделювання, що базують-
ся на використанні напівемпіричної системи рівнянь 
Дарсі [13, 14]. При цьому, приймається гіпотезу про 
те, що швидкість руху рідини є такою, що величиною 
v2 можна знехтувати у порівнянні з величиною v, 
де v– характерна швидкість руху рідин. Необхідно 
досліджувати питання про те, в якій мірі вказана 
гіпотеза виконується в процесах закачування та 
відбирання газу, розробляти математичні моделі 
фільтраційних процесів [15, 16] для рідин, які не за-
довільняють гіпотезу Дарсі. Також потрібно вивчати 
основні закономірності процесу поширення рідин в 
пористому середовищі з урахуванням особливостей 
геометрії досліджуваних областей.
5. Результати дослідження моделювання  
процесу фільтрації
Особливістю моделювання для даного типу задач є 
те, що досліджувані області мають складну просторо-
ву конфігурацію. Існуючі підходи [17] дозволяють опи-
сувати системи рівнянь в системі координат, зв’язаній 
з поверхнею свердловини. Зокрема, якщо х, у – коор-
динати лінії, причому х=const – нормалі до поверхні, 
k=k(x) – кривина осі свердловини, то для рівнянь 
Нав’є-Стокса в плоскій області записується наступна 
форма подання:
( )
( ) ( )














u u u k
u v uv
t ky x y ky
p u u
v
ky y x yky
y k u k u k
u





+ ⋅ + + =
¶ + ¶ ¶ +
¶ ¶ ¶
= - ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + -
ρ + ¶ ¶ ¶+
¶ ¶ ¶
- ⋅ × + - +
¶ ¶ + ¶+ +
¶ ¶
+ ⋅ + 
¶ ¶+ + 
 (1)
( ) ( )
( ) ( ) ( )
¶ ¶ ¶
+ ⋅ + - =
¶ + ¶ ¶ +
¶ ¶ ¶ ¶
= - ⋅ + ⋅ ⋅ + - ⋅ ×
ρ ¶ ¶ ¶ ¶+ +
¶ ¶ ¶ ¶
× + - - ⋅ - 












1 1 1 1
v v v k
u v u
t ky x y ky
p v v y k
v
y x y xky ky
v k v k k k u
v u
k ky y x xky ky ky




Очевидно, що при = 0k  система (1) набуває класич-
ного вигляду двовимірних рівнянь Нав’є-Стокса, інте-
грування системи (1) вимагає значних обчислювальних 
зусиль, які в значній мірі залежать від виду функції (х). 
Тому для одержання чисельних результатів необхідно 
вводити певні допущення, які б дозволили спростити в 
першу чергу геометричні параметри області. 
При побудові математичної моделі приймаються 
наступні допущення:
– течія рідини в циліндричній формі з радіусом 
основи R та висотою Н є симетричною відносно верти-
кальної осі. Це дозволяє зменшити розмірність задачі; 
– динамічна в’язкість µ та густина ρ рідини вважа-
ються сталими; 
– температура середовища та його проникність вва-
жаються сталими, що дозволяє не враховувати в моде-
лі відповідні температурні градієнти; 
– тиск в точках області визначається атмосферним 
тиском та тиском стовпа рідини всередині та ззовні 
досліджуваної області, оскільки можна вважати, що 
ззовні досліджуваної області тиск може бути не рівний 
атмосферному [18]. 
Задача оцінки швидкості фільтрації в середовищі з 
опором в деякій прямокутній області при умові ν>>ν 2, 
де ν – модуль вектора швидкості v  (u, ν) зводиться до 


























де u, v – компоненти вектора швидкості фільтрації, 
p – тиск рідини.
У випадку, коли умова ν>>ν2 не виконується, систе-
ма (2) подається у модифікованому вигляді з викорис-
танням закону фільтрації Форхгеймера [15]:
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де β – безрозмірний коефіцієнт, який залежить від струк-
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ефіцієнт проникності; ν – характерне значення швид-
кості фільтрації.
Для систем (2) та (3) необхідно вивести граничні 
умови у вигляді:
¶
= ( , ),
G
р f x y   (4)
де f(x, y) – неперервна функція в області G. В такому 
випадку вважається що стінки або границі області G 
є вільно проникними для рідини, рух якої може здійс-
нюватись через границю в обох напрямках [19]. Якщо 
ці граничні умови задаються у вигляді:
¶
= ( , ),
G
р g x y      (5)
де g(x, y) – кусково-неперервна функція, то в такому 
випадку вважається, що границі g частково є непро-
никними для рідини, а частково-проникними для цієї 
рідини. Запис умов (4) та (5) є достатніми, оскільки 
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де с та с2 – константи, які залежать від вибору для 
побудови моделі (2) та (3). Диференціюючи друге з 









   (7)
Для розв’язання цієї задачі умови (4) або (5) гаран-
тують коректну постанову задачі. Схематично можна 
показати модель свердловини підземного сховища ско-
риставшись граничними умовами [20] в наступному 
вигляді (який відповідає (5)) (рис. 4).
 
Рис. 4. Розподіл тиску на границі
Також потрібно відмітити, що модель, зображену 
на рис. 4, можна використовувати для опису процесу 
витікання газу з свердловини в залежності від техно-
логічного тиску. Але, при цьому ставиться умова, що 
задано проникність k*, в’язкість µ* та густина ρ* середо-
вища, в яке витікає газ.
Підводячи підсумок, слід зазначити, що для розв’я-
зання системи (1) необхідно задати кривину осі сверд-
ловини сховища. Для цього необхідно знати форму осі 
свердловини = ( ).у у х  Тоді, k(x) може бути визначена 
для осі, що мало відрізняється від прямолінійної за 
формулою //( ) ( ) .k x y x=
Якщо вісь ‒ пряма лінія, то особливістю пропонова-
ної моделі є запис граничних умов у формі, поданій на 
рис. 4. Це створює також можливість задання величин 
∗,k  µ*, ρ* як функції від координат. В модельному ви-
падку ці величини беруться сталими. Проте, при наяв-
ності додаткової інформації про їх розподіл по об’єму 
області вони мають бути змінними.
6. Обговорення результатів моделювання  
процесу фільтрації
На рис. 4 зафіксовано, що густини рідин ρ та ρ1 мо-
жуть бути різними,, тому в процесі розрахунків можна 
одержати як втікання рідини в області, так і витікан-
ня з неї (в залежності від ρ та ρ1 і ρ2). Для чисельного 
розв’язання задачі Дирихле (7), (4) або (7), (5) вико-
ристовується метод верхньої релаксації, по рядках 
[21]. Математичні особливості розв’язання задачі ме-
тодом верхньої релаксації детально вивчено в роботі 
[21, 22], встановлено залежність між значеннями пара-
метрів релаксації та збіжністю ітераційного процесу. 
Зокрема, у [21] розроблено програмний комплекс для 
реалізації моделей (2) та (3) з умовами (4) або (5).
Слід зазначити, що одержані вище результати мо-
жуть бути застосовані і для випадку довільної ортого-
нальної системи координат [23]. При цьому рівняння 
Лапласа записується у вигляді: 
11 33 11 2222 33
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де qij ‒ компоненти метричного тензора [24]; Р ‒ тиск; 
q ‒ визначник метричного тензора, = 11 22 33.q q q q
Рівняння (8) записується не тільки для розгляну-
тих, але і для довільних, зв’язаних з геометричною кон-
фігурацією досліджуваних об’єктів систем координат.
За результатами досліджень встановлено, що при 
реалізації моделі (3) за умови (4) або (5), всі основні 
результати, одержані для моделі (2), стосовно збіжно-
сті і оптимізації ітераційного процесу, описані у [24], 
зберігаються і для моделі (3). При цьому враховується 
запропонований в роботі тип граничних умов (рис. 4), 
а також розглянуті можливості втікання і витікання 
продуктів через стінку сховища. В моделях (2) і (3) 
змінюються параметри k, µ, ρ.  Раніше такого роду 
моделі не розглядались для підземних сховищ.
При реалізації відповідних моделей використову-
ється чисельний метод верхньої релаксації для рів-
няння Лапласа з врахуванням особливості моделі 
(змінні коефіцієнти та спеціальний тип граничних 
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пов’язані з дослідженням вказаної моделі для випадку 
µ=µ(х ,  у),  k=k(х ,  у),  при цьому задачі (2) та (4) зво-
дяться до необхідності розв’язання задачі Пуасона для 
тиску рідини з умовами типу (4), (5).
Проведено дослідження горизонтальної компонен-
ти швидкості по висоті області при х=R. Виявлено, що 
незалежно від моделі фільтраційної течії (2) або (3) 
та кількості зон проникнення рідини через границю 
області вплив наявності цих зон є відчутним лише в 
невеликому околі цих зон. Це підтверджено резуль-
татами проведених розрахунків за чисельними алго-
ритмами реалізації відповідної математичної моделі. 
Тобто наявність витоків по висоті області свердловини 
практично не впливає на параметри течії внизу цієї об-
ласті – відмінність в результатах розрахунків складає 
менше 0,5 %. Це дозволяє зробити висновок про те, що 
виявлення координати витоку, як і самого факту його 
наявності є неможливим в рамках моделей Дарсі (2) та 
Форхгеймера (3). Особливості розподілу горизонталь-
ної компоненти швидкості подано на рис. 5, 6.
 
Рис. 5. Випадок 5 зон витоків
 Рис. 6. Випадок 1 зони витоку
Описані в даному випадку розподіли стосуються 
ситуації, коли ρ>>ρ1, ρ2. В протилежному випадку кар-
тина розподілу горизонтальної швидкості по висоті 
області буде симетрична даній відносно осі ох, причо-
му значення безрозмірної координати х=10 відповідає 
верхній частині об’єкта, а х=0 ‒ нижній.
Знаходячи витрату рідини через зони відбору 
[у1, уі+1], і=1,…, L, де L – кількість зон відбору, та порів-
нюючи з потоком рідини, що прибуває в область мож-
на оцінити швидкість накопичення рідин в області: 
нехай витрата рідини через зони відбору складає Q1, 
= ρ⋅ ⋅1 ;Q V S  V – горизонтальна швидкість, ρ – густина 
рідини; S – площа зон відбору – наприклад, для ци-
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а інтенсивність надходження води Q2, при цьому слід 
зазначити, що розмірність 
[ ] [ ]= =1 2 .кгQ Q c
Знаходячи значення
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де V0 – об’єм, який займає вказана маса газу або ріди-
ни, Sосн – площа основи області, t – час, та враховуючи, 
що для циліндричної області 









    (12)
де h – рівень рідини через час t при заданій інтенсив-
ності надходження рідини. За цим методом можна 
оцінювати як витікання рідини з об’єкта так і посту-
плення в область рідини ззовні. 
Перевагою проведених досліджень є встановлення 
кількісних характеристик зон витікання рідин та газів 
через поверхню сховища. До недоліків потрібно відне-
сти складність практичної реалізації вказаної мето-
дики для підземних сховищ. Це пояснюється тим, що 
їх геометрія суттєво відрізняється від циліндричної 
або сферичної конфігурацій. Результати даної праці 
можна застосувати для оцінки втрат продуктів при 
перетіканні їх через стінку сховища. Результати є 
продовженням вивчення фільтраційних процесів з 
врахуванням особливостей геометрії та інших харак-
теристик сховищ, зокрема, пропонуються нові параме-
три граничних умов.
7. Висновки
1. Створені математичні моделі процесу фільтрації 
рідини через середовище з певним рівнем проник-
ності дозволяє вивчити особливості процесу філь-
трації (розподіл тиску та швидкості фільтрації), а 
також оцінити розміри областей поширення рідини в 
середовищі. 
2. На основі аналізу стану свердловин Дашавського 
підземного сховища, за допомогою створеної моделі, 
яка враховує особливості конфігурації конкретно-
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умов, характерний тільки для підземних сховищ та 
змінні по координатах фізико-механічні параметри мо-
делі, можна зробити висновки про можливі втрати газу, 
конкретизувати необхідність зміни ремонту чи герме-
тизації свердловин. Зараз існує багато різноманітних 
варіантів та методик. Герметизація вважається 50 %-ою 
гарантією успіху. Окрім ймовірної економічної вигоди, 
що обумовлена зменшенням втрат газу при експлуатації 
підземних сховищ, це питання актуальне для праців-
ників газотранспортної системи. Покращений її стан 
дозволить закріпити Україну як надійного партнера, 
що забезпечує транзит газу за будь-яких умов.
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